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● 2変数関数の微分・積分

演習問題  57 ● 重積分 (Ⅱ) ●

次の重積分を計算せよ。

(1) ∫
 0

 π  
6  

∫
 0

 π  
2
 cos 3x  cosy dxdy　　　(2) ∫

1

2 

∫
0

1

log(x＋y)dxdy

　　　　　(1) は ∫
 0

 π  
2
 cos3xdx･∫

 0

 π  
6
 1  cosy dy の形に変形できるので，x と y での

積分計算を個別に行って，積を求めればよい。(2) では， logx の積分公式

∫
   

logxdx ＝ xlogx − x ＋ C に加えて， log(x ＋ a)  (a：定数 ) の積分公式

∫
   

log(x ＋ a)dx ＝ (x ＋ a)log(x ＋ a) − x ＋ C を利用するといい。

ヒント！

解答＆解説

(1) ∫
 0

 π  
6(  ∫ 0

 π  
2
 cos 3x  cosy dx )dy ＝∫

 0

 π  
2
cos 3xdx・ ∫

 0

 π  
6 1  cosy dy  …①と変形できる。ここで，

(ⅰ)  ∫
 0

 π  
2
 cos 3xdx ＝∫

 0

 π  
2
 cos 2x・cosxdx ＝∫

 0

 π  
2
 (1 − sin 2x )・cosxdx

ここで，sinx ＝ t とおくと，x：0 →
π   2 のとき， t：0 → 1

また，cosxdx ＝ dt より，

 ∫
 0

 π  
2
 cos 3xdx ＝∫

0

1

(1 − t 2)dt ＝ [ t −
1  3 t 3]1 

0
＝ 1 −

1  3 ＝
2  3  …② となる。

(ⅱ) ∫
 0

 π  
6 1  cosy dy ＝∫

 0

 π  
6 1  

cos 2y・cosydy ＝∫
 0

 π  
6 1  1− sin 2y cosydy

ここで，siny ＝ t とおくと，x：0 →
π   6 のとき， t：0 →

1  2

また，cosydy ＝ dt より，

∫
 0

 π  
6 1  cosy dy ＝∫

0

1 
2 1  1− t 2 dt ＝∫

0

1 
2 1  (1−t)(1＋t) dt ＝

1  2 ∫
0

1 
2( 1  1＋t

−
1  1−t )dt

＝
1  2 [log(1 ＋ t)−log(1 − t) ]

1 
2  

0
＝

1  2 {log 3  2 − log 1  2 − ( log1 − log1)}
＝

1  2 log3  ……③

(ⅰ) (ⅱ)

(1 − sin2x) cosxdx

∫ f (sinx)･cosxdx
のとき sinx ＝ t とおく。

1  (1−t)(1＋t) ＝
1  2 ( 1  1＋t ＋

1  1−t )

log

3  2  
 1  2

＝ log3
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②，③を①に代入して，

与式 ＝  ∫
 0

 π  
2
 cos 3xdx・∫

 0

 π  
6 1  cosy dy ＝

2  3 ×
1  2 log3 ＝

1  3 log3…………(答)

(2) log(x ＋ a )  (a： 定数 ) の不定積分 ∫   log(x ＋ a )dx は，

∫   log(x ＋ a )dx ＝ (x ＋ a )・log(x ＋ a ) − x ＋ C  …(＊)

である。これを用いると，

∫
1

2{  ∫0

1
log(x ＋ y)dx}dy

＝∫
1

2
(y ＋ 1)log(y ＋ 1)dy − ∫

1

2
y logydy − ∫

1

2
dy

＝
9  2 log3 − 2log2 −

5  4 − (2log2−
3  4 ) − 1

＝
9  2 log3 − 4log2 −

3  2  …………………………………………………(答)

まず，定数扱い x で積分

2  3 (②より) 1  2 log3  (③より)

∵ {(x ＋ a)･ log(x ＋ a) − x}´

＝ 1･ log(x ＋ a) ＋ (x ＋ a)･ 1  x ＋ a − 1
＝ log(x ＋ a) ＋ 1 − 1
＝ log(x ＋ a)

[(x ＋ y)･ log(x ＋ y) − x]1 

0　((＊) の積分公式より )

＝ (1 ＋ y)log(1 ＋ y) − 1 − (ylogy − 0) ＝ (y ＋ 1)log(y ＋ 1) − ylogy − 1

[ y ]2 

1 ＝ 2 − 1 ＝ 1

部分積分∫
1

2( 1  2 y2)´logydy

＝ [ 1  2 y2 logy ] 2 

1
− ∫

1

2 1  2 y2･
1  y dy

＝ 2log2−
1  2 log1−

1  2 [ 1  2 y2 ] 2 

1

＝ 2log2−
1  4 (4 − 1) ＝ 2log2−

3  4

y ＋ 1 ＝ t とおくと，y：1 → 2 のとき，

t：2 → 3　また，dy ＝ dt より，

∫
2

3
t･ logt dt ＝∫

2

3( 1  2 t 2)´logt dt

＝ [ 1  2 t2 logt ] 3 

2
−

1  2 ∫
2

3
t2･

1  t dt

＝
9  2 log3 − 2log2−

1  2 [ 1  2 t2 ] 3 

2

＝
9  2 log3 − 2log2−

1  4 (9 − 4)


