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●解析力学入門

　単振動については，P104 で解説したね。

右図に示すように，バネに取り付けた質

量 m の重り (質点 ) P が何ら抵抗を受ける

ことなく，左右に単振動する場合を考える。

　この運動の自由度 f＝1 で，ニュートン

の運動方程式は，

ẍ＝−ω 2 x  ……①　(ω ＝ √ k  m )
と表され，この解は，x＝C1 s inω t＋C2 cosω t となることは既に解説した。

　それでは，これをハミルトンの正準方程式で表すと次のようになるのもいいね。

{  dx  dt ＝
∂ H  ∂px

 ………②

 dpx  dt ＝−
∂ H  ∂ x  ……③

では，この正準方程式②，③から，ニュートンの運動方程式を導いてみよう。

ハミルトニアン H は，まず，(ア)ラグランジアン L を求め，次に (イ) px＝
∂ L  
∂ x3

により px を求め，そして，(ウ) H＝ px・x3 − L により，求めるんだね。

(ア)まず，ラグランジアン L は，

L＝ T−U＝ 1  2 m x3 2−
1  2 kx 2 ……④ となる。次に，

(イ) 運動量 px は，

px＝
∂ L  
∂ x3 ＝

∂   
∂ x3 ( 1  2 mx3 2−

1  2 kx 2 )＝ 1  2 m・2・x3 ＝mx3  ……⑤ となる。

よって，⑤より，x3 ＝  px  m  ……⑥ となるんだね。

⑥を④に代入すると，L は，

●　単振動 (調和振動)を調べよう！

単振動 ( 調和振動 )

壁
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(ⅰ)  
x＞ 0 のとき，
f＝−kx

(ⅱ)  
x＜ 0 のとき，
f＝−kx
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定数扱い

自由度 f＝1 より，H は，

q1＝ x，p1＝px＝
∂ L  ∂ x3

とおいて，H は x と px の

関数 H(x，px) で表される。
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L＝ 1  2 m (  px  m )2
−

1  2 kx 2

＝
 px

2  2m −
1  2 kx 2 ……④´ となる。よって，

(ウ) ハミルトニアン H は，

H＝ px・x3 −L＝ px・
 px  m − (  px

2  2m −
1  2 kx 2)  より，

H＝  px
2  2m ＋

1  2 kx 2 ……⑦ となるんだね。

これで H が求まったので，これを②，③に代入すればオシマイだ。

(ⅰ) ⑦を②に代入して，

x3 ＝ ∂   ∂px (  px
2  2m ＋

1  2 kx 2 )＝  2px  2m ＝
 px  m  となって，

⑥と同じ運動量 px の式が導けた。

(ⅱ) ⑦を③に代入して，

p3 x＝−
∂   ∂ x (  px

2  2m ＋
1  2 kx 2)＝− 1  2 k・2x＝−kx  より，

mẍ＝−kx　　 ẍ＝− k  m x

ここで，
k  m ＝ω 2 より，ニュートンの運動方程式

ẍ＝−ω 2 x  ……①　(ω ＝ √ k  m ) を導くことができるんだね。

それでは，単振動と似ているけれど，単振り子の運動についても，ハミル

トンの正準方程式から，ニュートンの運動方程式が導けることを示そう。

定数扱い

定数扱い d   dt  (mx3 )
＝m x¨

H＝ T＋U の
形になっている。

f 

Σ 
i＝1

 pi q3 i   ( f＝1)

 dx  dt ＝
∂ H  ∂px

 ………②

 dpx  dt ＝−
∂ H  ∂ x  ……③


