
206

よって，a k＋1 ＝ k ＋ 2 ＝ ( k ＋ 1) ＋ 1 となって，

n ＝ k ＋ 1 のときも (＊) は成り立つ。

以上 (ⅰ) (ⅱ) から，数学的帰納法により，任意の自然数 n に対して (＊)
は成り立つ。これより，一般項 a n ＝ n ＋ 1  ……(＊)  (n ＝ 1，2，3，…) で

あることが示された。

(2) (＊) の一般項の式より，求める極限は，

l im 
n →∞

 a n  3n  ＝ l im 
n →∞  

n ＋ 1  3n ＝ l im 
n →∞  

1 ＋
1  n   3                  ＝

1  3  である。

n＋1
0

分子･分母を

n で割った!

an ＝ n ＋ 1…(＊) の n に
k ＋ 1 が代入されたもの
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①の漸化式を解いて，一般項 an を求めることは難しい。よって，(1) で①に n ＝

1，2，3 を代入して，具体的に a2，a3，a4 の値を求めてみるんだね。すると，一般

項 an の推定式が得られるので，これが，すべての自然数，すなわち，n ＝ 1，2，3，

…についても成り立つことを数学的帰納法を用いて示せばいいんだね。(2) は，一

般項 an が分かれば，簡単な極限の問題だから，楽に解けるはずだ。頑張ろう ! !

数列 {an} が，a 1 ＝1，a n＋1 ＝
a n  2n ＋ 2n ＋

1  2n
 ……①　( n ＝ 1，2，3，… ) で

定義されているとき，次の各問いに答えよ。

(1)  a 2，a 3，a 4 の値を求め，一般項 a n  ( n ＝ 1，2，3，… ) を推定し，こ

れが正しいことを，数学的帰納法を用いて示せ。

(2)  極限 l im 
n→∞

 
a n

2  
n 2 を求めよ。

　それではもう 1 題，数学的帰納法と漸化式の応用問題を解いておこう。

(1) a 1 ＝1，a n＋1 ＝
a n  2n ＋ 2n ＋

1  2n  ……①  ( n ＝ 1，2，3，… ) について，
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1複素数平面
2式と曲線
3関数

4数列の極限

(ⅰ) n ＝1 のとき，①より，a 2 は，

a 2 ＝
a 1  2 × 1

＋ 2 × 1 ＋
1  2 × 1

＝
1  2 ＋ 2 ＋

1  2 ＝ 2 ＋ 1 ＝ 3 となる。

(ⅱ) n ＝2 のとき，①より，a 3 は，

a 3 ＝
a 2  2 × 2

＋ 2 × 2 ＋
1  2 × 2

＝
3  4 ＋ 4 ＋

1  4 ＝ 4 ＋ 1 ＝ 5 となる。

(ⅲ) n ＝3 のとき，①より，a 4 は，

a 4 ＝
a 3  2 × 3

＋ 2 × 3 ＋
1  2 × 3

＝
5  6 ＋ 6 ＋

1  6 ＝ 6 ＋ 1 ＝ 7 となる。

以上より，a 1 ＝1，a 2 ＝3，a 3 ＝5，a 4 ＝7 となるので，一般項 a n は，

a n ＝2n − 1 ……(＊)   ( n ＝ 1，2，3，… ) と推定できる。

1

3

5

この式は，a1，a2，a3，a4 の値から推定したものに過ぎないので，これが，すべての自

然数 n＝ 1，2，3，…について成り立つとは限らない。よって，これが一般項であるこ
とを示すには，次の数学的帰納法を使う必要があるんだね。

(ⅰ)n＝ 1 のとき，(＊) は成り立つ。
(ⅱ)n＝ k  (k＝ 1，2，3，…) のとき (＊) が成り立つと仮定して，

n＝ k＋1 のときについて調べる。…，n＝ k＋1 のときも (＊) は成り立つ。

以上 (ⅰ) (ⅱ) より，任意の自然数 n について (＊) は成り立つ。

n ＝ 1，2，3，… について (＊) が成り立つことを，数学的帰納法により

示す。

(ⅰ) n ＝ 1 のとき，(＊) は a 1 ＝2 × 1 − 1 ＝1  となって，成り立つ。

(ⅱ) n ＝ k  ( k ＝ 1，2，3，… ) のとき

a k ＝ 2 k − 1……(＊) ´ が成り立つと仮定して， n ＝ k ＋ 1 のときにつ

いて調べると，①と (＊) ´ より，

a k＋1 ＝
a k  2k ＋ 2k ＋

1  2k    ＝
2k − 1  2k ＋ 2k ＋

1  2k ＝ 1 −
1  2k ＋ 2k ＋

1  2k  

＝ 2 k ＋ 1 ＝ 2(k ＋ 1) − 1

2k−1  ((＊)´より) ①の n に，k を代入したもの
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　 ど う ?　 こ れ で，a n ＋ 1 ＝pa n ＋ q (p ≠1，q ≠0)の形の 漸 化 式から一般項

a nを求め，その極限を求める問題にも，また，対称形の連立漸化式

an ＋ 1 ＝pan ＋ qbn

bn ＋ 1 ＝qan ＋ pbn　
から一般項 a nと b nを求め，極限を求める問題にも，さ

らに，漸化式と数学的帰納法の融合問題にも自信がついただろう ?
　ここで使われた F (n ＋ 1) ＝r･F (n ) から F (n )＝F (1) ･r n − 1 へと変形する

考え方は，実はもっとさまざまな漸化式を解く上でポイントとなる変形パ

ターンなんだ。だから，これまでの内容をマスターできた人は，「元気が

出る数学 III」や「合格 ! 数学 III」(マセマ)で勉強して，さらに腕に磨きをか

けていくといいよ。どんな漸化式でも解いて，その極限が求められるよう

になると，スバラシイからね。

　以上で，「初めから始める数学 III Part1  改訂 9」の講義はすべて終了です。

みんな，本当によく頑張ったね。でも，本格的な数学 III のテーマである

“微
び ぶ ん

分・積
せきぶん

分”は，Part2 の講義で扱うから，まだまだ気を抜かずに最後

まで，やり抜いてほしい。もちろん，マセマは，そんな頑張るキミ達の強

い味方だからね。だから，次回は，Part2 で会おうな !

それまで，みんな元気で…。またキミ達に会えることを楽しみにしてる。

さようなら。

マセマ代表　馬場 敬
け い

之
し

{

よって，a k＋1 ＝ 2(k ＋ 1) − 1 となって，

n ＝ k ＋ 1 のときも (＊) は成り立つ。

以上 (ⅰ) (ⅱ) から，数学的帰納法により，任意の自然数 n に対して (＊)
は成り立つ。これから，一般項 a n ＝ 2n − 1 ……(＊)  (n＝ 1，2，3，…)で
あることが示された。

(2)(＊) の一般項より，求める極限は，

l im 
n→∞

a n
2  n 2 ＝ l im 

n→∞

4n 2− 4n ＋ 1  n 2 ＝ l im 
n→∞ (4−

4  n ＋
1  n 2 ) ＝4  である。大丈夫 ?

(2n − 1)2

an ＝ 2n − 1……(＊) の n に
k ＋ 1 を代入したもの

0 0


