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●偏微分方程式への応用 (I)

● 2 次元波動方程式 ●演習問題  10

ヒント！	 変数分離法を使って，u (x ,  y ,  t)＝ X (x )Y(y)T( t) とし，X ,  Y ,  T の
3 つの独立した微分方程式にもち込み，それらの解を求めるんだね。さらに，
2 重フーリエサイン級数展開を利用して，係数を決定すればいいんだね。そ
の際，初期条件の式の形から 0 ≦ x ≦ 2,  2 ＜ x ≦ 4  (0 ≦ y ≦ 2,  2 ＜ y ≦ 4) と
場合分けしないといけないことに注意しよう。

解答＆解説

関数 u ( x ,  y ,  t ) について，次の 2 次元波動方程式を解け。

  ∂ 2u
＝
∂ 2u

＋
∂ 2u  ……① 	 	 (0 ＜ x ＜ 4,   0 ＜ y ＜ 4,   0 ＜ t)

  初期条件： u ( x ,  y ,  0)＝ 1  (2 − x − 2 )(2 − y − 2 ) ,  u t( x ,  y ,  0) ＝ 0

  境界条件： u (0 ,  y ,  t) ＝ u (4 ,  y ,  t) ＝ u (x ,  0 ,  t) ＝ u (x ,  4 ,  t) ＝ 0

　与えられた条件より，右図に示すよう

に，4頂点 (0,  0 ,  0)，(4,  0 ,  0)，(4,  4 ,  0)，
(0 ,  4 ,  0) からなる正方形の 4 辺で固定さ
れた正方形膜の振動問題になる。

　変数分離法を用いて，変位 u ( x ,  y ,  t )
を次のようにおく。

u ( x ,  y ,  t)＝ X (x )・Y(y)・T( t) ……②
②を①に代入して

X・Y・T・・＝ X ´´・Y・T ＋ X・Y ´´・T 	 	となる。

この両辺を XYT で割ると，
T・・＝ X ´´

＋ Y ´´
	 	……③	となる。

③の左辺は t ( 時刻 )のみの式，右辺は x と y のみの式より，③の等式

が恒等的に成り立つためには，これはある定数 a と等しくなければ

ならない。

∂ t 2 ∂ x 2 ∂ y 2

32{

図　正方形膜の振動
u

x

y

4

4
0

T X Y



214

ここで，a ≧ 0 とすると不適。よって，
a ＜ 0 より，a ＝ −ω 2(ω ＞ 0)とおくと，
T・・＝ X´´

＋ Y´´
＝ −ω 2 ……③´

ここで，新たに　　　　　

X´´ ＝ −ω 1
2,    Y´´ ＝ −ω 2

2,

(ω 1
2 ＋ω 2

2 ＝ω 2)とおくと，③´ より

次の 3 つの常微分方程式が導かれる。

			(ⅰ)  X´́ ＝ −ω 1
2 X ……④

			(ⅱ)  Y´́ ＝ −ω 2
2 Y ……⑤

			(ⅲ)  T・・＝ −ω 2 T   ……⑥

X Y

a ＞ 0 のとき，X´´
＝ a 1，

Y´´
＝ a 2

(a 1 ＋a 2 ＝ a，a ＞ 0) とおくと，a 1

かa 2のいずれか一方が正。よって，
a 1 ＞ 0 とすると，X´´＝ a 1X(a 1 ＞ 0)
より，特性方程式：λ 2− a 1 ＝ 0から，
λ ＝ ±√a 1　∴ X ＝ A1e√a 1x＋ A2e−√a 1x

ここで，境界条件：X(0)＝X(4)＝ 0
より，A1＝A2＝0となって X(x)＝0
となる。よって不適。

a 2 ＞ 0 のときも，同様に不適。
a ＝0のとき，a 1＝a 2＝0の場合も
考えられる。X´´＝0よりX＝px＋q。
同様に境界条件より，p ＝ q ＝ 0とな
り，X ＝ 0となる。よって，不適。{

X´´ ＝ −ω 1
2 X 
……④は単振動の微分方程式より，その解は，

X (x ) ＝ A 1 cosω 1 x ＋ A 2 s inω 1 x となる。　

ここで境界条件：

u (0，y，t)＝ u (4，y，t)＝ 0 より，

X (0) ＝ A 1 ＝ 0，X (4) ＝ A 2 s in4ω 1 ＝ 0

よって，A 1 ＝ 0,  ω 1 ＝  kπ   (k ＝ 1，2，3，……)より，

∴ X (x ) ＝ A 2s in kπ x ……⑦となる。

Y´´＝ −ω 2
2 Y ……⑤も，単振動の微分方程式より，その解は，

Y(y) ＝ B 1cosω 2 y ＋ B 2 s inω 2 y

となる。ここで境界条件：

u (x，0，t) ＝ u (x，4，t) ＝ 0 より

Y(0) ＝ B 1 ＝ 0，Y(4) ＝ B 2s in4ω 2 ＝ 0

よって，B 1 ＝ 0，ω 2 ＝
j π

  ( j ＝ 1，2，3，……) より

(ⅰ)  

(ⅱ)  

−ω 2
2とおく

kπ

jπ

4

4

4

T X Y

新たに−ω 1
2

(ω 1
2 ＋ω 2

2 ＝ω 2)

(ⅰ) 

(ⅱ) 

YX

u(0，y，t)＝ u(4，y，t)＝ 0 より

X(0)＝0 かつ X(4)＝0

X(0)Y(y)T(t) X(4)Y(y)T(t)

u(x，0，t)＝ u(x，4，t)＝ 0 より

Y(0)＝0 かつ Y(4)＝0

X(x)Y(0)T(t) X(x)Y(4)T(t)
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∴ Y(y) ＝ B 2 s in j π y ……⑧となる。

T・・＝ −ω 2 T ……⑥も，単振動の微分方程式より，その解は，

T( t) ＝ C 1 cosω t ＋ C 2 s inω t   (C 1，C 2：定数係数 ) となる。この両辺を
t で微分して，T・(t) ＝− C1ω sinω t ＋ C2ω cosω t

T・(0) ＝C 2ω ＝ 0 より，C 2 ＝ 0    ( ∵ ω ＞ 0)
また，(ⅰ)，(ⅱ) の結果より

ω 2 ＝ω 1
2 ＋ω 2

2 ＝ ( kπ )2
＋ ( jπ )2

＝ (k2 ＋ j2)π 2

より，ω ＝√k 2 ＋ j 2π
となる。

∴ T( t) ＝ C 1 cos √k 2 ＋ j 2π t  ……⑨となる。

4
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(ⅲ)  

4

以上 (ⅰ)(ⅱ)(ⅲ)の⑦，⑧，⑨より，①の微分方程式の独立解u kj(x，y，t)は，

u kj(x，y，t)＝ b kj sin kπ x・sin jπ y・cos √k 2 ＋ j 2π t  ……⑩となる。

   (b kj：係数，k ＝ 1，2，3，……， j ＝ 1，2，3，……)
そして，この⑩を 2 重に重ね合わせた 2 重フーリエ級数を u (x，y，t)とお
くと，これも①の解となる。よって，

u (x，y，t)＝ Σ  Σ b kj sin kπ x・sin jπ y・cos √k 2 ＋ j 2π t  ……⑪

ここで， t ＝ 0 のとき，⑪は，次のようになる。

u (x，y，0)＝ Σ  Σ b kj sin kπ x・sin jπ y ……⑪ ´     ( ∵ cos0 ＝ 1)

ここで，初期条件：u (x，y，0)＝ 1 (2 − 	x − 2 	)(2 − 	y − 2 	)
より，

⑪ ´ の 係 数 b kj は，2 重 フ ー
リエサイン級数の公式を用

いて，

k＝1

∞

k＝1

∞

j＝1

∞

j＝1

∞

32
・x
・4 − x

(0 ≦ x ≦ 2)
(2 ≦ x ≦ 4){

2 重フーリエサイン級数の公式 (P198)
f (x，y) ＝ Σ  Σ bkj sin kπ x・sin jπ y

bkj ＝
4 ∫ ∫ f (x，y) sin kπ x・sin jπ ydxdy

L1

L1

L2

L2L1L2

k＝1

∞

j＝1

∞

0

L1

0

L2

初期条件
ut (x，y，0)＝0より T・(0)＝0

X(x)Y(y)T・(0)

x420

2

z z ＝ x
z ＝ 4 − x
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b kj ＝   4   ∫ ∫ 1 (2 − 	x − 2 	)(2 − 	y − 2 	) s in kπ x・sin jπ ydxdy

    ＝  1  ∫ (2 − 	x − 2 	) s in kπ xdx・ ∫ (2 − 	y − 2 	) s in jπ ydy

ここで，上記の 2 つの定積分をそれぞれ λ k，λ jとおくと，

λ k ＝ ∫ x・sin kπ x ＋ ∫ (4 − x )・ sin kπ x

4・4
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32 4 4
・x
・4 − x

・y
・4 − y

(0 ≦ x ≦ 2)
(2 ≦ x ≦ 4)

(0 ≦ y ≦ 2)
(2 ≦ y ≦ 4){ {
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4 4

λ k λ jとおく

∫ x・( − 4 cos kπ x )´dx

＝ − 4 [x・cos kπ x ]
    ＋ 4 ∫ 1・cos kπ xdx

＝ − 8 cos kπ
＋ 16 [sin kπ x ]

＝ − 8 cos kπ
＋ 16 sin kπ

0

2

0

2

4

4

4

kπ

kπ

kπ

kπ

kπ

k 2π 2

k 2π 2

2

2 2

4

0

2

0

2

∫ (4 − x )・( − 4 cos kπ x )´dx

＝ − 4 [(4 − x )cos kπ x ]
    ＋ 4 ∫ ( − 1)・cos kπ x

＝ 8 cos kπ
− 16 [sin kπ x ]

＝ 8 cos kπ
＋ 16 sin kπ

2

4

2

4

4

4

4

kπ

kπ

kπ

kπ

kπ

k 2π 2

k 2π 2

2

2 2

4

2

4

2

4

∴ λ k ＝ 16 sin kπ
＋ 16 sin kπ

＝ 32 sin kπ

同様に，λ j ＝ 32 sin jπ
より，

b kj ＝
1 ・λ k・λ j ＝ 8 ・ 1 sin kπ

・ sin jπ  ……⑫となる。

⑫を⑪に代入して，求める①の 2 次元波動方程式の解は，

u (x，y，t)＝ 8 Σ  Σ 1 sin kπ
・sin jπ

・sin kπ x・sin jπ y・cos √k 2 ＋ j 2π t

となる。…………………………………………………………………………………(答 )

k 2π 2

j 2π 2

k 2π 2 k 2π 2

k 2j 2

k 2j 2

2

128 π 4

2

2

2

2 2 4 4 4

2

2

π 4
k＝1

∞

j＝1

∞

λ k の k に j を代入したもの

積分区間を 0 ≦ x ≦ 2 と
2 ≦ x ≦ 4 に場合分けする


